

































問題 1　m, n を実数，i を虚数単位とするとき，次の問に答えよ．
（1） 複素数 m + ni と その共役 m − ni に対して商 m + nim − ni を計算し 
a + bi
c  の形（ただし a，
b，c は i を含まない m，n の整式）に表せ．





（m − ni）（m + ni）
m2 + 2mni − n2
m2 + n2




a = m2 − n2      ,       b = 2mn      ,       c = m2 + n2　（答）
（2）左辺から計算すれば，右辺に至ることは明らか．
a，b，cについては同一定数倍も答になり得るから，厳密には答が一意的ではないが，




a + bi（ ） c+ =
2 b
c（ ）2
2 m + ni
m − ni
= = = 1
2 m + ni
m − ni 2
2
から a2 + b2 = c2 を導くという方法もあるが，この解答はなかった．
16.3　ピタゴラス数












1 + 3 + 5 + … + （2n − 1） + （2n + 1） = （n + 1）2






三角形の面積が S = ab2  であることから，内接円の半径 r は
r = 2Sa + b + c  
= aba + b + c
であるが，a2 + b2 = c2により
（a + b + c）（a + b − c） = （a + b）2 − c2 = 2ab　…②
であることから
r = aba + b + c  
= a + b − c2
で与えられる．
2つの自然数 a + b + cと a + b − cについて，その和は
（a + b + c） + （a + b − c） =  2 （a + b）
であり，積は②であるから，和と積はいずれも偶数である．よって a + b + cと a + b − c
はいずれも偶数であることが分かる．ゆえに r = 
a + b − c
2  は自然数となる．
注意：上の証明の最後の段では，a，b，cの偶奇を調べて a + b − cが偶数であることを
示すこともでき，それは一般によく知られた事実であるが，この場ではやや迂遠と思われ
るのでより簡便な方法を紹介した．












り，Aを表す複素数がα  = a + biである．このとき 
△ ABCの内接円の半径を r，中心 Dを表す複素数
を z = m + niとおくと m = a − r，n = rとなり，先
の事実からこれらは自然数である．
このとき BDは ∠ABC の 2等分線であるから
arg α = 2arg z = arg z2 = arg{(m2 − n2) + 2mni}　…③
となり
a：b = m2 − n2：2mn
が成り立つ．
a2 + b2 = c2，(m2 − n2)2 + (2mn)2 = (m2 + n2)2
であるから，任意のピタゴラス三角形 ABC の 3辺の比は 2つの自然数 m，nを用いて












問題 2　複素数 wを w = z + iz + 1 とするとき，次の問に答えよ．
（1）z = 1のとき，wの偏角を求めよ．
（2） 複素数平面上において，点 zが | z | = 1の表す図形上を動くとき，点 wのえがく図
形を求めよ．ただし z ≠ −1とする．








ただし z ≠ −1，−iとする．
解答　（1）z = 1のとき，w = 1 + i2  であるから arg w = 
π
4  （+2nπ）　（答）
（2）w = 　　  を zについて解くと
w (z + 1) = z + i
wz − z = −w + i
z = −w + iw − 1




|w − i| = |w − 1|
これは 2点 1，iを結ぶ線分の垂直二等分線を表す．
（3） ∠APB = arg 
(−i)−z
(−1)−z  = arg 
z + i
z + 1 = arg wであり，（2） により wは 1，iを結ぶ線分
の垂直二等分線上にあるから，その偏角は π4  または 
5




　　 〈別解〉　2点 A （−1），B （−i） は円 | z | = 1上にあり，円の中心を Oとして∠AOP
が直角であるから，円上の点 P （z） に対して，円周角の定理により∠APBは π4  ま








w = z − αz − β
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